Rangsatsen och dimensionssatsen.

Bade rangsatsen och dimensionssatsen handlar om samband mellan dimensionerna
for vissa éndligtdimensionella vektorrum. Vi vill férstas bevisa att satserna géller dven
om dimensionerna ar sa stora att vi har svart att forestédlla oss rummen intuitivt. Vi tar
darfor fasta pa vektorrumsdimensionens grundlaggande algebraiska egenskap, att dimen-
sionen for ett rum ar detsamma som antalet element i en bas for rummet. Vi bevisar bada
satserna pa en gang, genom att konstruera baser for de inblandade rummen med hjalp av

Gausselimination och rakna fram basernas storlekar.
a1 .. A1n

Lat A= vara en matris av typ m x n. Lat Ay, ..., A,, beteckna

Am1 -+ Qmn
radernai A (d. v.s. Ay = (a1y a12 .. a1n) € Mixn 0.5.v.),0ochlat AV .. AM™ € M,
beteckna kolonnerna i A. Med radrummet till A, radrum (A), menar vi linedra héljet av
raderna i A, d. v. s. radrum (A) = [A4, ..., A;n]. Analogt definieras kolonnrummet till A
genom kolrum (A) = [A®M), ..., A(™)]. Rangsatsen siger nu att radrummet och kolonnrum-
met har samma dimension:

Sats 1. Lat A vara en m X n—matris. Da dr dim radrum (A) = dim kolrum (A).

Denna dimension kallas rangen av A.

A definierar ocksa en linedr avbildning fa fran M, 1 till M,,x1 (eller fran R™ till
R™, om vi tolkar elementen i R™ och R™ som kolonnmatriser), genom fa(X) = AX.
Véarderummet for denna avbildning (vilket ocksa kallas vérderummet for matrisen A) ar

V(fa) =V(A) = {AX|X € My} = {ixjA@} =[AM, ..., A™] = kolrum (A),

j=1

d. v. s. virderummet for A dr detsamma som kolrum (A).
Nollrummet till A (ocksa kallat nollrummet eller kdrnan till f4) &r

N(A) = {X € My, | AX = 0},

d. v. s. rummet av l6sningar till det homogena ekvationssystemet AX = 0. Dimensionssat-
sen sager i denna situation:

Sats 2. Lat A vara en m X n—matris. Da dr dim N(A) + dim V(A) = n.

For att bevisa de tva satserna visar vi hur man kan konstruera baser fér de tre rummen
radrum (A), N(A) och kolrum (A) = V(A):

Utfor Gausselimination pa A. Detta innebér att man antingen byter plats pa tva rader
eller multiplicerar en rad med en konstant eller lagger en multipel av en rad till en annan
rad tills matrisen &r pa "trappstegsform”. Vi far da till slut en m x n-matris B = (b;;),
med rader By, ..., B,, och kolonner B, ..., B och med féljande egenskaper:

(i) BX=0 < AX =0,d.v.s. N(B) = N(A).

(1) Radernai B &r lineArkombinationer av raderna i A och vice versa, d. v. s. radrum (B) =
radrum (A).



(7i7) For nagot tal r mellan 0 och m géller att By, ..., B, &r nollskilda men B, 11 = ... =
By, = 0. (Vi har inte uteslutit att » = 0 eller 7 = m, d. v. s. att alla rader i B &r 0
eller att inga rader i B &r 0.)

(iv) For varje i € {1,...,r} sa finns ett kolonnindex k; € {1,...,n} sadant att b;; = 0 om
Jj < ki och b, = 1. (b, kallas den ledande ettan i rad :.)

(v) k1 <ky<...<k,..

Dessa egenskaper bor vara valbekanta, om man tanker igenom vad de betyder konkret.
Egenskaperna (ii7), (iv) och (v) &r bara ett formellt sitt att notera att B ar pa trappstegs-
form. Man bor ocksa kdnna igen hur man skriver upp losningarna till systemet BX =0 :
Varje x; for j sadant att kolonnen BU) inte innehaller en ledande etta sitter man till
en parameter. Pa det siattet far man n — r parametrar tq,...,t,_, € R. Man loser sedan
successivt ut de 6vriga variablerna nedifran.

Losningarna kan pa vanligt sitt skrivas om pa vektorform (eller kolonnform):

BX =0 < X =) t;CV

j=1
for vissa CV,...,.C"=") € M, 1.
Exempel.
01 2 2 2 2 2 2 2
0 000 1 2 2 2 2
B=|0 0 0 0 00 1 2 2
0 000 0O0O0O0O0
0O 0000 O0O0O0O0

ar en 5 x 9-matris pa trappstegsform, r = 3, ky = 2, ks = 5, k3 = 7. Variablerna
r1,T3, T4, Tg, Tg, Tg satts till parametrar t1,to,t3, 14,15, tg. Darefter 16ses x7 ut med hjalp
av den tredje ekvationen och man far x; = —2t; — 2tg. Sedan loses x5 ut till x5 =
—2t4 + 2t5 + 2tg och slutligen 16ses xo ut: xo = —2ty — 2t3 + 2t4 — 2t5 — 2tg. Pa vek-
torform blir detta

x1 1 0 0 0 0 0
X2 0 -2 -2 2 -2 -2
xs3 0 1 0 0 0 0
T4 0 0 1 0 0 0
s | =t1 | 0 | +¢2 0 + 13 0 +ts| =2 | +15 2 + 16 2
Tg 0 0 0 1 0 0
X7 0 0 0 0 -2 -2
xs 0 0 0 0 1 0
X9 0 0 0 0 0 1
dér kolonnerna i hogra ledet ar €M), ..., C®) med beteckningarna ovan. Man ser litt

att raderna Bq, By, B3 i B ar linedrt oberoende, ty om A1 B; + AoBs + A\3B3 = 0, sa
far man att \; = 0 genom att titta pa den andra koordinaten, darefter foljer att Ao =
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0 med hjalp av den femte koordinaten och slutligen A3 = 0 med hjalp av den sjunde
koordinaten. P& samma sitt ser man att kolonnerna B, B®) B(7) &r linedrt oberoende:
Om M B® + \B®) 4 X\3B(M = 0, sa foljer i ordning att A\ = 0, Ay = 0, A\; = 0.

P4 samma séitt ser man ocksa att kolonnerna C, ... C(®) &r lineért oberoende: Om
MCM 4+ X0 4 4+ X6CO) = 0, sa foljer, genom att titta pa forsta, tredje, fjirde,
sjatte, attonde och nionde koordinaten, att A\; = Ay = ... = A\g = 0.

Allt detta som vi sett i exemplet kan enkelt bevisas generellt:

Lemma 1. Lat B vara en matris pa trappstegsform och lat r, kq, ...k, och
CcW, ..., C"=") definieras enligt ovan. D4 ar foljande méngder lineért oberoende
(a) (Bl, ce 7B7’)

(b) (B%,) . Bk

(c) (CD), ... ,Cn="))

Bevis. Beviset gar till som i exemplet. Formellt kan man anvanda sig av induktion.

Vi kan nu direkt skriva upp de sokta baserna for de tre rummen radrum (A), N(A)
och kolrum (A) = V(A):

Lemma 2. Lat B vara en trappstegsformad matris som man far genom att utféra radop-
erationer pa matrisen A. Da galler att

(a) (Bi,...,B;) dren bas fér radrum (A),
(b) (CW,...,C™= ") ar en bas for N(A), och
(c) (AR Ake)Y 41 en bas for kolrum (A) = V(A).

Bevis.

(a): Enligt egenskap (i) ovan géller radrum (A) = radrum (B) = [B,..., B, (eftersom
ovriga rader i B &r nollrader). Alltsa spanner By, ..., B, upp radrum (A). Vidare &r
By, ..., B, lineart oberoende enligt Lemma 1.

(b): M), ..., C=7") &r linedrt oberoende enligt Lemma 1 och spénner upp N(B). Men
N(B) = N(A) enligt egenskap (iii) ovan.

(c): (Detta fall ar litet krangligare att bevisa &n de Ovriga, darfér att i allménhet ju

kolrum (B) # kolrum (A).) Enligt Lemma 1 géller att B%*1), ... B{r) lineirt oberoende.
De ir dessutom en bas for kolrum (B): Om BY) &r en av kolonnerna i B, si kan man
bestdmma x1,...,x, sa att x1B%) + .+ 2,.B*) = BU Forst bestams x,, darefter

bestams x,_1 och sa vidare ned till x;.
Nu giller att (AM, ..., A™) och (BM,... B™) har precis samma lineéira beroen-
deférhallanden, darfor att

Y ;AU =0 = AX =0 < BX =0 < » ;B9 =0

Jj=1 Jj=1

pa grund av egenskap (i) ovan. Alltsa &r dven A1) ... A®r) linedirt oberoende, och
dessutom géller



y1B*) 4y, B = B — B 4 g B _ BU) =
— AP ¢y AR AU =0 = g AR 44y, AR = AG)
— AU ¢ [A(kl)7 o ,A(k'r)]

sa att A1) Akr) spinner upp kolrum (A) och dérmed ar (A%, ... A%r)) en bas
for kolrum (A).

Korollarium. dimradrum (A) =, dim N(A) = n—r, och dimkolrum (4) = dim V' (A) =
r, dar r ar antalet nollskilda rader i trappstegsformen B for A.

Nu foljer sats 1 och sats 2 omedelbart: dimradrum (A) = r = dim kolrum (A4), och
dimN(A) +dimV(A)=(n—r)+7r=n.

Observera att dimensionssatsen gar att formulera allmédnnare (som i Tengstrand,
kap. 14, sats 16): Om F' : U — W &r en lineér avbildning déar U ar ett &ndligtdimensionellt
vektorrum, sa dr N (F') och V (F') &ndligtdimensionella, och dim N (F)+dim V(F) = dim U.
Om man vill sa kan man aterféra detta pa sats 2, genom att forst vilja en bas eq, ...,
e, for U och notera att &ven V(F') maste vara dndligtdimensionellt eftersom det spanns
upp av F(eq), ..., F(e,), sedan vélja en bas for V(F), och till sist tillimpa sats 2 for
avbildningsmatrisen till F': U — V (F).

Tva papekanden om metodens tillampning:

I vissa fall kan det hénda att nir man rdknar fram en bas med denna metod sa far
man en tom mangd. Det intraffar dels for rad- och kolonnrumsbaserna till nollmatrisen
(r = 0), och dels for 16sningsrummet f6r matriser A som bara har den triviala 16sningen till
ekvationen AX =0 (r = n). Till exempel &r en nollmatris ju redan pa trappstegsform,
men har ingen rad eller kolonn med ledande etta. Man skall tolka detta som att man har
en "tom bas”, alltsa en bas med noll element, for ett vektorrum av dimension 0.

Varje ”vanligt” &ndligtdimensionellt vektorrum (med dimension > 1) har oédndligt
manga olika baser. Detta kan vara ett problem, om man vill kontrollera sina rakningar i
ett 'facit’. Sag att du arbetat med en matris A av typen 4 x 5, och fatt fram att rangen
ar 3 och alltsa att dimensionen for N(A) &ar 2, och fatt fram baser for radrummet, ko-
lonnrummet och nollrummet. Nar du tittar i facit ser du samma uppgifter om rangen och
16sningsrumsdimensionen, men inte samma baser. Din bas for kolonnrummet bestar av
kolonnerna A®), A®) och A®): men i facit star det tre helt andra kolonner, som inte ens
finns med i A. Det betyder inte sékert att vare sig du eller facit har fel; ni kanske bara har
hittat tva olika baser for samma rum. (Den som skrev facit kanske bara rakade anvinda
en annan metod for att 16sa uppgiften.) Om det ar sa, sa kan dina basvektorer kan skrivas
som linedrkombinationer av facits basvektorer, och vice versa. Du kan alltsa dnda anvanda
facit for att kontrollera ditt svar.

Kom dessutom ihag, att &ven om ett vektorrum har olika baser, sa har varje bas samma,
antal basvektorer! Har du t. ex. tva basvektorer men facit tre basvektorer i pastadda baser
for samma vektorrum, sa maste minst en av er ha fel.

Jorgen Backelin och Clas Lofwall, mars 2002
Senast reviderad: augusti 2005
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