Losningar till tentamensskrivning i kombinatorik fdk 2002-05-28

Fullstandig version; men annu ej helt korrekturlast.

1. Se avsnitt 1.4 i laroboken. (Antalen &r (m+2_1) totalt, (f,,) injektiva, (Z:i) surjektiva funk-
tioner.)

2. Vi borjar med b)-uppgiften. Under forutsittningarna ar (for 1 <¢<rochn>1) a;(n+1) =

r 0 = i ... Cip ai(n)
ijaj(n), da i':{ o OMARETR E L LatC = | © ] A(n) = : )
ng cijaj(n), dar c;; 1 annars a : : (n) :
Cr1 Ce Cry ar(n)
B=(1 ... 1)ocha(n) = BA(n) =ai(n)+ ...+ ar(n) for n > 1 (med anvindande av

konventionen att identifiera en 1 x 1-matris med dess enda post). De rekursiva sambanden kan
da sammanfattas A(n + 1) = CA(n) (n > 1). Lat p(x) = det(xE — C) = > \ja" ¢ vara det
i=0

karakteristiska polynomet for C'; da ar enligt Cayley-Hamiltons sats

> Na(n—i) =Y MNBAn—i)=BY MNC"'A(n—r)=Bp(C)A(n—r)=0
i=0 i=0

=0

for n > r + 1. Alltsa uppfyller den genererande funktionen f(z) =1+ > a(n)z™ for antalen
n>1
ord att f(z) - 2"p(x~t) = q(x), dir ¢ r ett polynom av grad hogst r (och dir z"p(x~!) =

> Aix" 7" ocksa ér ett polynom). f ér saledes (serieutvecklingen i origo av) polynomkvoten
q(z)/(x"p(x~1)), vilket skulle visas.

01 1
Vi kan nu tillimpa denna allmédnna metod direkt i a)-fallet. Matrisen C' blir | 1 1 0 |,
1 1 1
T —1 -1
sa p(x) = |—-1 z—1 0| = 2% — 222 — 2 + 1; och direkt rikning visar att a(1) = 3,
-1 -1 x—-1

a(2) = 7 och a(3) = 16; sd q(x) = (1 + 3z + 72% + 162%)(1 — 2z — 2% + %) (mod z?), vilket
ger q(z) = 1 + z. Sdledes &r h(z) = (1 +z)/(1 — 22 — 22 + 23).

Sjélvklart kan h(z) ocksa beriknas mer direkt. Det &r ddremot inte sdrskilt latt att forst
bestdmma |H,| som funktion av n. (Som man kan se av svaret, &r ndmnaren ett tredjegrads-
polynom utan rationella nollstéllen; sa dess nollstéallen ar rejalt krangliga att skriva som algeb-
raiska uttryck.)

3. Vi tillampar forst den forsta distributiva lagen pa (z V y, z, z), sedan absorptionslagarna samt
kommutativa lagen for A, sedan den forsta distributiva lagen for (z,x,y), sedan associativa
lagen for V samt kommutativa lagen fér A, och till sist absorptionslagarna. Detta ger
(zVvy)A(@Vz)=(zVy) Az)V((zVy Az)=zV (zA(@Vy) =2V ((zAz)V(2AY)) =
(zV(zAY)V(yAz)=zV(yAz), vilket skulle bevisas.

4. Observera forst att tva isomorfa poméngder har samma kardinalitet (d. v. s. innehaller lika
manga element). Vidare har en dkta delpoméngd alltid ldgre kardinalitet.

(V.G.V.)



a)

b)

(I6sn. t. tent.skrivn. i kombinatorik fdk 2002-05-28, sid. 2.)

Antag forst att p <a ¢ <a p. Da funnes P, P’ € p och Q,Q’ € ¢ sadana att P vore en
dkta delpoméngd av @, och @’ en dkta delpoméngd av P’. Men da vore |P| < |Q| = |Q’] <
|P'| = |P|, d. v.s. |P| < |P|, vilket &r absurt. Alltsa dr <a antisymmetrisk.

Antag nu att p <a g <a 7. Da finns P € p, Q,Q" € q och R € r, sadana att P ar
en dkta delpoméingd av Q och Q' ar en akta delpomangd av R. Vidare ar ju @ och @’
isomorfa (eftersom de tillhor samma isomorfiklass), sa det finns en isomorfi ¢ : @ ~ Q.
Satt P’ = ¢(P). Da ar P’ en dkta delpoméngd av Q" och alltsa en #kta delpoméngd av R.
Vidare ar restriktionen av ¢ till P en isomorfi mellan P och P’, sa P’ € p. Alltsa galler
aven p <a r. Foljdaktligen ar <a transitiv.

Eftersom < &r antisymmetrisk och transitiv, sa &r (A, <a) verkligen en pomingd. A
andra sidan finns det ju poméngder av varje kardinalitet, s& A ar odndlig.

Det minsta elementet ar isomorfiklassen som bara bestar av det tomma latticet (den tomma
méngden med den tomma relationen). (Eftersom den tomma méngden &r en dkta delméangd
av varje annan méngd, ar verkligen denna klass mindre &n varje annat element i A.)

(Om du tillhér dem som bara vill ha icketomma underliggande méngder i lattices, sa bor
ditt svar vara: ”Det minsta elementet &r isomorfiklassen som bestar av alla ettelements-
lattices (med triviala relationer).”)

Inget element p € A kan vara storst; ty om P € p och ¢ € A har element av kardinalitet
storre dn | P|, sa dr ¢ varken mindre &n eller lika med p.

A har rangfunktionen p given av "p(p) = |P|, om P € p”. (Om du inte accepterar det
tomma latticet, sa blir p(p) = |P| — 1.) Om p och ¢ &r pa varandra foljande element i en
maximal kedja i ett intervall i A, och P € p och Q € ¢ med P C @, sa géller namligen att
|Q| = |P| + 1. (Annars kunde man ju skjuta in en delméngd R, sa att P C R C @, och
férse R med den inducerade latticestrukturen; och da lage isomorfiklassen for R mellan p
och ¢, motsigande kedjans maximalitet.)

A ir inte ett lattice. T. ex. har de tva olika elementen av rang tva inget join, eftersom tre
olika element av rang tre tacker bada.

Bilden utgar av TeXniska skél. Intervallet ar isomorft med latticet M5, och u(p,q) = 2.

Det finns flera goda sétt att gora detta pa. (Se girna nagon larobok i diskret matematik!)
Ett sitt ar foljande: Lat for varje n € N och varje k € {0}U[n] M,, j, vara méngden av binéra
strangar s = by - - - b, av langd n, sadana att varje vanster delstrang av s (inklusive s sjilv)
innehaller minst lika manga ettor som nollor, och att s innehaller (precis) k ettor. Sétt
ocksa tillfalligt [}}] = [ M, k|- Man ser da att [}] kan beréiknas med hjilp av en ”trunkerad

Pascals triangel”, med reglerna ["] = v om k < 3;

’ k [Z:ﬂ + [”;1] annars.
Man kan ocksa se att trunkeringen motsvarar "normala Pascalregler” i en situation dar
man i stallet startat med [8] = 1 men [_01] = —1 (och &vriga [g] = 0), eftersom man da

far en "negativ spegelbild” av den triangel vi egentligen vill underséka. Harav (eller med
nagot mindre intuitivt induktionsbevis) far vi

m:<n>_< n >:n!((k+1)—(n—k))_ n!(2k +1 —n)

k k k+1 (k+Dln—k)!  (k+D(n—Fk)!’

och eftersom M,, = M, ,, alltsa |M,,| = [25] =0C,,.
Definiera ¢, (o) genom (¢, (0))(i) =o(n+1—1) (o € S i e {1,...,n}).

(V.G.V.)



(I6sn. t. tent.skrivn. i kombinatorik fdk 2002-05-28, sid. 3.)

c) Jag skall etablera en bijektion 1, : M, ~ 5,2321) for varje n. P. gr. a. resultaten i foregaende
57(1123)‘ _ 57(1321)’ = |M,| = Cp.

Tolka element o € S,(L?’Zl) som foljder (o(1),...,0(n)). Tolka element s = by -+ -bay, € M,
som personalforandringshistorier i enlighet med inverterad kompromissanstéllningsskydds-
lagstiftning: vid forsta uppségning i en rad, sags den sist anstéllde upp; men om daremot
uppsagningen direkt foregatts av en uppsigning, utan mellanliggande nyanstéllning, sags
den forst anstéallde upp. b; = 1 tolkas som "nyanstéallning”; b; = 0 som ”uppséigning”. Vil-
lkoret pa vénster delstrdngar av s far da den naturliga tolkningen ”Om foéretaget saknar
anstéllda, sa kan ingen anstalld sédgas upp”.

Lat nu med dessa tolkningar (s) vara den ordning i vilken 1 , ..., n avskedas, om de
anstéllts i denna ordning av ett foretag med personalférandringshistoria s (fran start till
konkurs; dar konkursen formodligen berodde pa dalig arbetsmoral pa grund av den un-
dermaliga personalpolitiken :—).

Det &ar da klart att ¢(s) € 532 (for s € M,,), eftersom ifall i < j < k vi har att om
P(s)(@) > (s)(k) och 1(s)(7) > ¢ (s)(k), bade i och j maste vara anstéllda vid tidpunkten
for avskedandet av k; och alltsa ¢, som anstéllts fore j, ocksa maste avskedas fore j, d. v. s.

det maste da gélla att 1(s)(i) < 1(s)(j). Alltsa &r 1, en funktion fran M,, till S
For att visa att ¢, ar en bijektion, racker det att visa att det finns en invers 6, : 5'7(1321) —

deluppgifter kommer det da att folja att

M, till ¥,. Givet o € 57(1321), konstruerar vi en binér striang s = byby--- med foljande

algoritmiska forfarande:

— Starta med 0 bit utskriven, och med ”hittills hogsta lasta tal” h := 0.

— 7Lés in” (1), ..., o(n) i tur och ordning.

— — Om det senast lésta talet o (i) dr storre 4n (gamla) h, sa skriv ut (i) — h ettor, och
satt darefter h := o(i). Oavsett om du skrev nagra ettor eller ej, sa skriv till sist en
nolla.

(Séledes &r t. ex. 6,,((3,1,5,2,4,6)) = 111001100010.) s far verkligen (precis) n ettor,

eftersom varje gang inlésningen av ett o(i) avslutats, h ettor har skrivits, och eftersom

slutviardet av h ar n. Vidare har en nolla skrivits for varje i € {1,...,n}, sa s innehaller

n nollor. Vidare, om en vénster delstrang s’ avslutas pa den i:te nollan, sa innehaller s’

i nollor, men max(o(1),...,0(i)) ettor, och det storsta av i stycken olika positiva heltal

maste verkligen vara > i. (En vénster delstring s’ som slutar pa 1 innehaller en vénster

delstréng som &r tom eller slutar pa 0, och som har lika manga nollor men férre ettor &n

s'; sa ¢’ har t. o. m. strikt fler ettor &n nollor.)

Saledes ligger verkligen 6,,(c) i M, om o € 57(1321); d.v.s. 0, : Ss32 _, M,,. Det ar nu
ganska latt att inse (men krangligt att i en text formellt bevisa) att verkligen t,, och 6,, ar
varandras inverser.



