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1. Utred den andra raden i ”den tolvfaldiga vigen”, d. v. s. antalet funktioner f : N — X (dels

samtliga, dels injektiva, dels surjektiva), dar N bestar av n likadana element, och X av x olika
element.
Du bor bade ange antalen, forklara inférda beteckningar, och visa att dina pastaenden stammer.

. Ett ord (en string) s innehaller ett ord ¢ som delord, om s pa minst ett sdtt kan skrivas som
en sammanséittning av tre ord, s = sytsg, dar t ar det mittersta (och dar vi tillater att det ena
eller bada av s; och so dr tomma ord; sa s sjalvt &r alltid ett delord av s).

a) Lat H, vara méingden av ord s av langd n i alfabetet {z,y, z}, sidana att varken zx eller
yz ar delord av s. Berdkna den genererande funktionen h(x) for H,, (n € N). Visa speciellt
att h(x) ar en rationell funktion, d. v. s. kan uttryckas som (serieutvecklingen i origo av)
kvoten av tva polynom.

b) En svepande generalisering: Visa att om 3 ar ett alfabet med r element, ry, ..., r,, 4 m

stycken ord av langd 2, och F,, a&r mangden av ord i ¥ av ldngd n och saknande r1, ..., 7,
som delord, sa dr den genererande funktionen f(x) for (F),)2, rationell.
Ledning: Detta kan goras pa flera goda sitt. Bl. a. kan man infora r stycken delfunktioner
a;(n) := |{s € F, : s borjar pa z;}| (dar ¥ = {z1,...,2,}), och hitta ett matrissamband
mellan dem. I sa fall kan man ha nytta av att anvinda Cayley-Hamiltons sats: om p(zx) =
det(xFE — A) &r det karakteristiska polynomet for en kvadratisk matris A, sa ar p(A) = 0.
(Cayley-Hamiltons sats far anvéndas utan bevis.)

. Lat L vara ett lattice, sadant att den forsta distributiva lagen uppfylls: For alla x,y,z € L
galler x A (yV z) = (xAy) V (x Az). Visa att da maste ocksa den andra distributiva lagen vara
uppfylld, d. v. s. att for alla x,y,z € L géller zV (y A 2) = (z Vy) A (x V z). (Bara den forsta
distributiva lagen, och sadana egenskaper som géller for alla lattice (t. ex. att (x Ay)Vz = x),
far anviindas utan bevis.)

. For varje poméngd ("poset”) (P, <), sa bildar alla de poméngder som &r isomorfa med (P, <)
en isomorfiklass. Lat A = {isomorfiklasser av dndliga poméngder}. Infor en relation <a pa
méngden A, genom att lata p <a ¢ omm p innehaller nagon poméngd P och ¢ nagon poméangd
@, sadana att P ar en dkta inducerad delpoméngd (”subposet”) av Q.

a) Visa att (A, <a) sjilv ar en poméngd, men inte en dndlig poméngd.
b) Visa att A har ett minsta element 0, men inte ett storsta element.

¢) Avgor huruvida A har en rangfunktion (”is graded”), i meningen att for varje element
p € A alla maximala kedjor fran 0 till p har samma lingd.

d) Avgor huruvida A &r ett lattice.

(V.G.V.)
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e) Rita upp intervallet [p, q], dér p ar ekvivalensklassen till [2], och ¢ &r ekvivalensklassen till
(det booleska latticet) Bs.
Berikna med ledning av detta u(p, q), dar p &r Mobiusfunktionen. 2p

5. a) Lat for n =0,1,... M,, vara de bindra strdngar s = bybs - - - by, av langd 2n, som uppfyller
att s innehaller n nollor och n ettor, samt att varje vinster delstrdng by - - - by innehéaller
minst lika manga ettor som nollor.
Visa att |M,,| = C,, = n%rl (an) for varje n, genom direkt rakning. 3p
(Det racker alltsa inte i denna deluppgift att bara ge en bijektion mellan M,, och nagon
annan valkdnd mangd F,,, dar familjen (F,,)5 , ocksa ridknas av Catalantalen C,,. Du maste
da ocksa visa att |F,| = C),.)
Lat nu som vanligt S,, = {permutationer av [n]} = {bijektioner o : [n] — [n]}. Betrakta
mangderna S5 och SV ay permutationer av [n] som undviker monstret (123) respektive
monstret (321). (Formella definitioner:

S = {0 € Sy (Ali.j, k) med i < j <k och 0 (i) < o(j) < a(k))};
S\ = {0 € Sy (Ali.j, k) med i < j <k och o (i) > 0(j) > o(k))}.)

b) Visa for varje n att

S(123)‘ _

S,(L?’m)‘, genom att ange en explicit bijektion
b - 57(1123) - 572321)- 2p

c¢) Visa for varje n att ‘57(323)} = (', antingen genom direkt rakning, eller genom att etablera
bijektioner mellan 5123 (eller S ) och andra kdnda méngder med Catalantal manga

element (exempelvis M,, fran forsta deluppgiften). 3p

Jag paminner om att du bér ange din elpostadress pa skrivningsomslaget, for att fa personligt
besked om ditt resultat, och i forekommande fall férslag pa tid for muntlig tentamen.



